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  الفصل الأول تابع:
 ولوجيا يالأولى شعبة البالفرقة  -العلوم كلية 

 التكامل الغير محدود

 طــــرق التكامــلفي محاضرات 
 التكامل بالتجزئ

يعتبر التكامل بالتجزئ من التكاملات كثيرة الاستتداا  ججتاا التكتاملات ال يتر مةتا  ة 
  يمكن كتابة قاعاة مشتقة حاصل الضرب كما يلى :

)()()()()]()([ xfxgxgxfxgxfD   
)()(هذا يعنى أن  xgxf  هو معكوس تفاضلى للطرف الأيمن 

dxxfxgdxxgxfxgxf )()()()()()(       (1) 
 هذا  بإعا ة ترتيبه يصبح :

dxxfxgxgxfdxxgxf )()()()()()(    
),()(إذا  ضعنا  xgvxfu  جإن 

dxxgdvdxxfdu )(,)(   
 ( يمكن كتابتها بإيجاز هكذا 1 الصي ة رقم )

vduuvudv          (2) 

ة لهتتتا  التتتتى تكتتتون صتتتةيةة لجميتتت  ( المكاجئتتت2( أ  الصتتتي ة )1 عليتتته  جتتتا الصتتتي ة )
)(),( xgxf  اللتتتتتتين لهتتتتتا مشتتتتتتقتين متصتتتتتلتين ت هتتتتتى الأستتتتتاس لطريقتتتتتة التكامتتتتتل

 بالتجزئ .
 الأمثلة الآتية توضح كيفية استداا  التكامل بالتجزئ :
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 (1** مثال )

  xdxxcos أ جا قيمة التكامل :
 ** الحل 

 جزئ  جا أن باستداا  التكامل بالت
xdxdvxu cos,   

xvdxdu sin,   
 (  جا أن2من العلاقة )

xdxxxxdxx sinsincos   = cxxx  cossin  
  يمكن التأكا من ذلك بإجراء التفاضل مرة أخرى.

 (2** مثال )

dxex  أ جا قيمة التكامل : x2

  
 ** الحل 

 (  جا أن 2إجراء التكامل بالتجزئ من العلاقة ) من المعتا  عنا
dxedvxu x ,2  

xevxdxdu  ,2  
 بالتعويض جى قا ون التكامل بالتجزئ  جا أن

dxxeexdxex xxx

  222      (*) 
 ( يمكن تطبيق التكامل بالتجزئ عليه مرة أخرى  من ذلك  جا أن 1التكامل )

dxexedxxe xxx

  = cexe xx   
 بالتعويض جى المعا لة )*(  جا أن 

xx exdxex 22  - cexe xx  )(2 = cexx x  )22( 2  
 متثلا لنترى ذلتك علتى  u,  dvعنتا إجتراء التكامتل بتالتجزئ توجتا ثترة كثيترة لاختيتار 

 المثاا السابق 
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(1) dxxedvxu x ,  

(2) dxexdvu x2,1   

(3) xdxdvxeu x  ,  

(4) dxxdveu x 2,   
dxexudv  لكل من هذه الاختيارات  جا x2  

لكن ليست جميعها اختيارات تعطى عمليات تكامليتة يستهل إيجا هتا جمتثلاد عنتا اختيتار 
يمكتتتن إيجتتتا   ( التتذى3مثتتتل الاختيتتار رقتتتم ) v( يصتتعإ إيجتتتا  الاالتتة 2الاختيتتار رقتتتم )

 (  جا 4جيه بسهولة جمثلاد عنا إيجا  التكامل جى الاختيار رقم ) vالاالة 
dxxdveu x 2,   

31
,

3

xdu e dx v x   
  عليه يكون التكامل :

dxexexdxex xxx 332

3

1

3

1
   

ا   كأ تته أصتتعإ متتن التكامتتتل بتت بتتالر م متتن أن هتتذا صتتةيح  لكتتن التكامتتتل الأخيتتر ي
 ه يجإ أن  عا   الاختيار مرة أخرى .الأصلى  علي
 (3** مثال )

xdx1tan  أ جا قيمة التكامل :

  
 ** الحل 

 كما يلى : u,  dvسنةا ا إجراء التكامل بالتجزئ باختيار مناسإ لت 
dxdvxu   ,tan 1  

xv
x

dx
du 


 ,

1 2
 

  بالتالى يكون 
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dx
x

xdx
xxxdx

2

11

1
tantan


 

 = cxxx  )1ln(
2

1
tan 21  

 (4** مثال )

xdxex أ جا قيمة التكامل : sin  
 ** الحل 

 كما يلى : u,  dvيمكننا إجراء التكامل بالتجزئ باختيار مناسإ لت 
dxedvxu x ,sin  

xevxdxdu  ,cos  

  بالتالى يكون 
xdxexexdxe xxx cossinsin    

نا  تديتل أ ته لتيت  تيجتة ثبيعيتة للتكامتل المطلتوب لوجتو  التكامتل التكامل الناتج يجعل
 الثا ى  الذى  جرى عليه التكامل بالتجزئ كما سبق  يكون 

dxevdxu x ,cos  
xevxdxud  ,sin  

  بالتالى يكون 
xdxexexdxe xxx sincoscos    

  جا أن   عليه  جا أن التكامل الأخير هو  فسه التكامل الأصلى  عليه
)sincos(sinsin xdxexexexdxe xxxx

   

 xdxexxe xx sin)cos(sin   

 )cos(sinsin2 xxexdxe xx   

 
1

sin (sin cos )
2

x xe xdx e x x c    
 مرة أخرى . vمرة  أيضا  vلقا أجرينا التكامل مرتين لإيجا  
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 ** التكاملات المثلثية
تةويلهتا  عنتا  تكاملهتا تبتا  متن أ ا  هلتة أ هتا صتعبة  لتذلك هناك بعتض التا اا المترا

إلتتتى   اا أختتترى يستتتهل تكاملهتتتا باستتتتداا  تعويضتتتات معينتتتة  التتتتى ستتتوف  تتتذكر منهتتتا 
 التةويلات المثلثية  سوف  ارس بعض الوسائل التى يمكن إيجا ها 

ضتتات جتتى الباايتتة  قتتا  بعتتض المتطابقتتات المثلثيتتة الهامتتة  المستتتدامة جتتى هتتذه التعوي
  التى تساعا ا كثيرا جى التكاملات كما يلى :

1cossin 22  xx   xx 22 sec1tan   1sectan 22  xx  
xecx 22 cos1cot    1coscot 22  xecx  

 .بالإضاجة إلى ذلك  تذكر تفاضلات الا اا المثلثية 
 (1** مثال )

xdxx  أ جا قيمة التكامل : 2tan2sec4

  
 ** الحل 

xxيمكننا إجراء التكامتل كمتا يلتى ت حيت  أن  2tan2sec 1هتى مشتتقة
sec 2

2
x  عليته 

  كتإ التكامل جى الصورة التالية 
I= xdxx 2tan2sec4

 = dxxxx )2tan2(sec2sec3

  

  يمكن استداا  القا ون التالى:
c

n

xg
dxxgxg

n
n 






 1

)(
)()(

1

 
 جنةصل على :

I= dxxxx )2tan2sec2(2sec
2

1 3

  = cx 4)2(sec
4

1
.

2

1
= cx 4)2(sec

8

1
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 (2** مثال )

  xdx3tan أ جا قيمة التكامل :
 ** الحل 

 يمكننا إجراء التكامل كما يلى 
xdx3tan = xdxx tantan2

  = xdxx tan)1(sec2   

       = xdxxdxx tantansec2

   = dx
x

x
x

cos

sin
tan

2

1 2

  

       = cxx  coslntan
2

1 2  

) ستتتتوف  تعتتتترذ لمثتتتتل هتتتتذه التكتتتتاملات بطريقتتتتة أختتتترى  أكثتتتتر تعميمتتتتاد جتتتتى التكامتتتتل 
 بالاختزاا المتتالى (.

 بعض المتطابقات المثلثية الهامة 

**  )cos()cos(
2

1
coscos yxyxyx   

**  )sin()sin(
2

1
cossin yxyxyx   

**  )sin()sin(
2

1
sincos yxyxyx   

**  )cos()cos(
2

1
sinsin yxyxyx   

** xxxxx 2222 sin11cos2sincos2cos   

** )2cos1(
2

1
2cos2 xx   

** )2cos1(
2

1
2sin2 xx   

** xxx cossin22sin  . 
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 (3** مثال )

xdxx  أ جا قيمة التكامل : 5cos2cos  
 ** الحل 

 يمكننا إجراء التكامل باستداا  التطبيقات السابقة كما يلى 
xdxx 5cos2cos = dxxx )3cos7(cos

2

1
  = cxx  3cos

6

1
7sin

14

1
 

  هكذا يمكن استداا  الصيغ الأخرى لإيجا  حواصل الضرب .
2222 ** تكاملات تشتمل على  , xaax  

التكتاملات علتى مثتل هتذه الجتذ ر مثتل بعتض الةتالات كثيرا ما يةاث  تشتتمل بعتض 
 جى الصورة البسيطة الاتية :

1

2 2

1
sin

x
dx c

aa x

 


  

 يكون أحيا ا ال رذ من مثل هذه التكاملات هو ظهورها جى صورتها الأكثر صعوبة 
  التى تشتمل على هذه الجذ ر  ذلك بإجراء الت يير للمت ير مثل

xaxxaxxax tan,sec,sin   

 ن باختيار الت يير اللاز   المرتبط بإحاى المتطابقات الآتية بالترتيإ : يمك
xx 22 cossin1    xx 22 sec1tan   1sectan 22  xx  

  سوف  وضح ذلك بالأمثلة الآتية :
 ** مثال 

  أ جا قيمة التكامل :
2 2

2
; 0

a x
dx a

x


  

 ** الحل 

 مل باستداا  التعويضات السابقة كما يلى يمكننا إجراء التكا
sinax  بوض      حي

22





  
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 cossin1sin 222222 aaaaxa   

 جان التكامل يصبح على الصورة
2 2

2 2 2

cos
cos

sin

a x a
dx a d

x a


 




  =  decd )1(coscot 22    

  =  ddec  2cos = ccot  
sinax  ا أنبم    جا ه يمكن رسم مثل  جيه

a

x
sin   حي 

                     

                                               

 

 

 

 
 )باستخدام الكسور الجزئية(  الدوال الكسرية تكامل

 عتترف أن التتا اا الكستترية هتتى   اا ختتار  قستتمة علتتى الصتتورة 
)(

)(

xg

xf    لكثيرتتتى حتتا

  معاملتها حقيقية مثلاد :
245

13
23

2





xxx

xx 
 سوف  ارس الآن كيف  وجا تكامل الا اا الكسرية 

 رستتنا جتتى الجبتتر موضتتوى متتن إحتتاى الموضتتوعات الهامتتة  التتتى تستتتدا  كيفيتتة تةليتتل 
ح كسراد  احااد جمثلاد أحيا ا المقاار الكسرى إلى كسوره الجزئية أ  توحيا المقامات لتصب

 يكون لاينا المقاار الآتى : 

)4)(1(

178

)4)(1(

)1(5)4(3

4

5

1

3














 xx

x

xx

xx

xx
 

  أحيا اد أخرى يكون لاينا 

4

5

1

3

41)4)(1(

178

















xxx

B

x

A

xx

x  

 

 

X 

                      

                      
 

             a 
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 المعر جة . A, B ذلك باستداا  ثرة تةليل الكسور الجزئية المعر جة لإيجا  قيم 
لكستر كةاصتل جمت  كستور لكى  عمم ذلك يجإ أن  عمم هذه الطريقة بأن  عبر عتن ا

 جى صورة مبسطة لكى يسهل تكاملها بةي  ينطبق عليها شرثان هما :
الشتترا الأ ا : هتتو أن الكستتر يجتتإ أن يكتتون جيتته  رجتتة البستتط أقتتل متتن  رجتتة المقتتا  

 لكى يكون الكسر حقيقى . 
الشتترا الثتتا ى : هتتو أن يةلتتل الكستتر إلتتى عوامتتل خطيتتة متتن الارجتتة الأ لتتى أ  الارجتتة 

 الثا ية  لا يمكن تةليلها  معاملتها حقيقية.               
 (1** مثال )

dx أ جا قيمة التكامل
xxxx

xxx

23

45116
234

23




 

 
 ** الحل 

متتتن الملاحتتتل أن الاالتتتة المكاملتتتة هتتتى  التتتة كستتترية  الكستتتر حقيقتتتى  يمكتتتن تةليتتتة إلتتتى 
 عوامل خطية كما يلى :

)1()2()1)(2(

45116
22

23













x

DCx

x

B

x

A

xxx

xxx  

  قو  بجم  الكسور كما يلى : A,B,C,Dمدتلفة  لإيجا  قيم الثوابت ال

)1)(2(

)2()()1()1)(2(

)1)(2(

45116
2

22

2

23










xxx

xxDCxxBxxxA

xxx

xxx  

  عليه يكون 
)2()()1()1)(2(45116 2223  xxDCxxBxxxAxxx  
  x=0بوض  

-4=-2A,   A=2 

  x=2بوض  
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48-44+10-4=2B (5),  B=1 

  x=1بوض  
6-11+5-4=A(-1)(2)+2B+(C+D)(-1),  C+D=2            (*) 

  x=-1بوض  
-6-11-5-4=A(-3)(2)+B(-1)(2)+(-C+D)(-1)(-3), C-D=4    (**) 

 بجم  العلاقتين )*( ت  )**( ينتج أن
C=3,              D=-1 

  عليه التكامل يصبح على الصورة :
dx

x

x
dx

x
dx

x
dx

xxx

xxx

)1(

13

)2(

12

)1)(2(

45116
22

23












  

 =  





)1()1(
32lnln2

22 x

dx

x

xdx
xx  

 = cxxxx  12 tan1ln
2

3
2lnln2  

` = cxxxx  12322 tan)1)(2(ln  
 (2** مثال )

dx  لتكاملأ جا قيمة ا
xxx

xxxx

211129

32037489
23

234




 

 ** الحل 

متتتن الواضتتتح هنتتتا أن  رجتتتة لبستتتط أكبتتتر متتتن  رجتتتة المقتتتا  أى أن الكستتتر  يتتتر حقيقتتتى 
 لتةويلة إلى كسر حقيقى  جرى عملية القسمة كما يلى :

211129

522
4

211129

32037489
2323

234










xxx

x
x

xxx

xxxx  

dx
xxx

xxxx

211129

32037489
23

234




 = dx

xxx

x
x

x

211129

522
4

2 23

2




   (*) 

 إلى  التكامل الأخير يتةلل
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223 )13)(2(211129  xxxxx  
)13(لاحل أن المقاار  x  عامل من الارجة الأ لى المكررة 

 علية جإن الاالة المكاملة جى التكامل الأخير يمكن التعبير عنها كةاصل جمت  كستور 
 جزئية على الصورة :

211129

522
23 



xxx

x
= 

2)13()13()2( 





 x

C

x

B

x

A
     

 كما يلى : A, B, C ا إيجا  الثوابت ثم  ةا
)2()2)(13()13(522 2  xCxxBxAx  

ثم بالتعويض عن قيم 
3

1
,2,0  xxx  ةصل على  

CBA 225         (**) 

)49(544 A  A=-1 

)2
3

1
(5

3

22
 C ,  C

3

7

3

7
  ,  C=1 

 (  ةصل على بالتعويض جى العلاقة )**
62512 B ,     B=3 

  كذلك
dx

x
dx

x
dx

x
dx

xxx

x
223 )13(

3

13

3

2

1

211129

522












  

= cxxx  1)13ln(
3

1
13ln2ln = c

xx

x









)13(3

1

2

13
ln  

 بالتعويض جى العلاقة )*(  جا أن
dx

xxx

xxxx

211129

32037489
23

234




 = c

xx

x
x

x










)13(3

1

2

13
ln4

2

2
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 ـارينتم
 ( أوجد قيمة التكاملات الاتية :1)

dx
x

ax
3

2 
 ;

822  xx

dx
; dx

x

x

4

43




 ;

1582  xx

dx
;

ydy3sin 1

 ; xdxxx cos)3( 2 ; dx
x

2
sin7

 ;
)4(  xx

dx
;

dx
xx

x

34

1
2

2




 ;

2)1(  xx

dx
dy

yyy

yyyy

2

423
23

2345




 ;

92 2  x

dx
;

962  xx

dx
; xdxx 1sec  

 ( أوجد قيمة التكاملات الآتية :2)

dx
x

x




1

3 2

;   
13)13( 


xx

xdx
; 

12

7




x

dxx
;   

32 2 


xx

dx
; 

12  uu

udu
;   

2)12(  t

tdt
;  

232  vv

vdv
;  

33

4

)3(  x

dxx
;  dy

yy

y
46

5 1




 . 
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 متنوعة )محلولة( أمثلة 
 (1** مثال )

  أ جا قيمة التكامل
x

dx

cos1 

 ** الحل 

)cos1)(cos1(

)cos1(

xx

dxx




 = 

x

dxx
2cos1

)cos1(




 = 

x

dxx
2sin

)cos1( 
  

 = dxxecxx )cotcos(sec2  = cecxx  coscot  

 (2** مثال )

 أ جا قيمة التكاملات الآتية :

(1) dx
x

x

21

3




    (2) 

2 10 30

dx

x x   

(3) dx
xx

x

84

1
2 


    (4) dx

xx

x

24

2




  

 ** الحل 

(1) dx
x

x

21

3




 = dx

x
dx

x

x

22 1

3

1 



  

= cxx  12 sin31  

(2) 
2 10 30

dx

x x  = 
5)5( 2  x

dx
= 

22 )5()5( 


x

dx
 

= c
x


 )
5

5
(tan

)5(

1 1

2
 

(3) dx
xx

x

84

1
2 


 = dx

xx

x

84

6)42(

2

1
2 


  

= dx
xx

dx
xx

x

84

1
3

84

)42(

2

1
22 





  

= dx
x

xx
4)2(

1
3)84ln(

2

1
2

2


   
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= c
x

xx 


  )
2

2
(tan

2

3
)84(ln 12  

(4) dx
xx

x

24

2




 = dx

xx

x

24

42

2

1




  = dx

xx

x

24

8)42(

2

1




    

 = 
22 4

4
4

24

2

1

xx

dx
dx

xx

x







  = c

x
xx 


  )

2

2
(sin44 12  

 (3** مثال )

 أ جا قيمة التكاملات الآتية :

(1) 
344

)2(
2 


 xx

dxx
    (2) dx

xx

x

32

2

2 


  

(3) dxxx 223    

  ** الحل

(1) 
344

)2(
2 


 xx

dxx
= 

4)12(2

5

344

48

8

1
22 





  x

dx
dx

xx

x
 

= c
x

x
xx 






32

12
ln

2

5
)344ln(

8

1 2  

(2) dx
xx

x

32

2

2 


 = dx

x
dx

xx

x

4)1(

1

32

2

2

1

22 





  

= cxxxx  4)1()1(ln232 22  

(3) dxxx 223   

  ض   لإجراء هذا التكامل  تب  الآتى :
 ddxx cos2,sin21   

dxxx 223  = dxx 2)1(4   

 = d2cos4 =  d)2cos1(2   

 = c )
2

2sin
(2


 ,   

2

1
sin 1 

  x
  
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  باستداا  قوا ين حساب المثلثات  جا أن :
dxxx 223   = cc   cossin222sin2  

  = cxx
xx





 21 23)

2

1
()

2

1
(sin2  

cxx    حي  223cos 

 (4** مثال )

 أ جا قيمة التكاملات الآتية :

(1) xdx3sec    (2) xdxec3cos  

 ** الحل 

 هذه التكاملات تكتإ جى الصورة 

(1) xdx3sec = xdxx 2secsec = xxd tansec  

= xdxxxx 2tansectansec   

  ذلك باستداا  التكامل بالتجزئ  عليه  جا أن
xdxxduxu tansec,sec   

xvxddv tan,tan   
xdx3sec = dxxxxx )1(secsectansec 2    

 = xdxxdxxx secsectansec 3

  

xdx3sec2 = cxxxx  tanseclntansec  

  عليه يكون 

xdx3sec = cxxxx  tansecln
2

1
tansec

2

1  
  كذلك بنفت الطريقة يمكن إجراء التكامل التالى

xdxec3cos = xdxececx 2coscos  
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 (5** مثال )

 أ جا قيمة التكاملات الآتية :

(1) xdxx 2sin3sin     (2) xdxx 5sin3sin  

(3) xdxx 2cos4cos  

 ** الحل 

(1) xdxx 2sin3sin = dxxxxx )]23cos()23[cos(
2

1
  

  = dxxx ]5cos[cos
2

1
 = cxx  5sin

10

1
sin

2

1  
 المثتتل يمكتتن حستتاب التكامتتل بالنستتبة للتكتتاملات الأختترى باستتتداا  القتتوا ين المدتلفتتة 

 لةساب المثلثات .
 (6** مثال )

xdxecx أ جا قيمة التكامل الآتي : 53 coscot 

 ** الحل 
xdxecx 53 coscot = ecxdxxxecx coscotcoscot 42

  

  = ecxdxxxecxec coscotcos)1(cos 42   

  = ecxdxxxecxec coscot)cos(cos 46   

  = cxecxec  57 cos
5

1
cos

7

1
 

 (7** مثال )

 أ جا قيمة التكامل الآتي :
232 )27244(  xx

dx
 

 ** الحل 

 ا   جا أن باستداا  إكماا المرب   اخل الجذر بالمق

232 )27244(  xx

dx
= 

232 )9)3(4(  x

dx
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  باستداا  التعويض  ةصل على
zdzzdxzx tansec

2

3
,sec

2

3
3    

232 )9)3(4(  x

dx
= dz

z

zz

3tan27

tansec
2

3

 = cecz  cos
18

1
 

  باستداا  المثلثات  التعويض  جا أن :

232 )27244(  xx

dx
 = c

xx

x







27244

3

9

1

2
 

 (8** مثال )

dx أ جا قيمة التكامل الآتي :
xxx

x

1

53
23 


 

 ** الحل 

 بتةويل الاالة القياسية إلى كسورها الجزئية  جا أن  

dx
xxx

x

1

53
23 


 = 

2)1(
4

12

1

12

1







  x

dx

x

dx

x

dx
 

  = c
x

xx 



1

4
1

2

1
1ln

2

1
= c

x

x

x











1

1

2

1

1

4
 

 (9** مثال )

dx ا قيمة التكامل الآتي :أ ج
xx

x

2)2(

53




 

 ** الحل 

  ض 
22 zx  ,   zdzdx 2  ,  22  zx  

dx
xx

x

2)2(

53




 = dz

zz

z

)4(

2
2  = 

4
2

2  z

dz
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   = c
z

z






2

2
ln

2

1
= c

x

x






22

22
ln

2

1
 

 (10** مثال )

 أ جا قيمة التكامل الآتي :
22 


xxx

dx
 

 ** الحل 

  ض 
22 )(2 xzxx   

z

zz
x

21

2




 ,  

2

2

)21(

)2(2

z

dzzz
dx




  

 
z

zz
xx

21

2
2

2
2




  

22 


xxx

dx
= c

z

z

z

dz








2

2
ln

2

1

22
 

  = c
xxx

xxx






22

22
ln

2

1

2

2

 

 (11** مثال )

dxxx أ جا قيمة التكامل الآتي : 35 1 

 ** الحل 

231باستداا  التعويض   zx  ةصل على  

dxxx 35 1 = )
3

2
()1( 2 zdzzz   = dzzz 22 )1(

3

2
   

  = c
zz

 )
53

(
3

2 53

= cxx  )32()1(
45

2 3233  
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 (12** مثال )

 أ جا قيمة التكاملات الآتية :

(1) dxxx 21     (2) dx
xx

x

13

1

3

2




  

(3) xdxx 23 sectan     (4) xdxxcoshsinh5

  

(5) dx
xx

x

52

1
2 


     (6)  dx

x

x

cos1

sin

  

(7) dx
e

e
x

x

 1
    (8) 

)log1( xx

dx

  

 ** الحل 

dxxfxdfسوف  كتإ    )()(    جنةصل على 
(1) dxxx 21 = )1(1

2

1 22 xdx   

= c
x




23

)1(

2

1 232

= cx  32 )1(
3

1
 

(2) dx
xx

x

13

1

3

2




  = )13()13(

3

1 3213  

 xxdxx  

= cxx  13
3

1 3  

 وظة ملح

إذا كان البسط تفاضل الاالة متا بتااخل الجتذر جتى المقتا  جتان  تيجتة التكامتل هتى  
 ضعف الجذر

cxf
xf

xdf
 )(2

)(

)(
 

(3) xdxx 23 sectan  = xxd tantan3

  = c
x


4

tan4
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(4) xdxxcoshsinh5

 = xxd sinhsinh5

 = c
x


6

sinh6

 

(5) dx
xx

x

52

1
2 


 = dx

xx

x

52

)22(

2

1
2 


  

= 
52

)52(

2

1
2

2




 xx

xxd
= cxx  52log 2  

(6)  dx
x

x

cos1

sin

 = 
x

xd

cos1

)cos1(




 = cx  )cos1log(  

(7) dx
e

e
x

x

 1
= 

x

x

e

ed




 1

)1(
= cex  )1log(  

(8) 
)log10( xx

dx

 =
)log1( x

xdx

 = 
)log1(

)log1(

x

xd




 = cx  )log1log(  

 (13** مثال )

xdxx   أ جا قيمة التكامل الآتي : 54 cossin 

 
 ** الحل 

xdxx 54 cossin  = xdxxx coscossin 44

 = xdxx sin)sin1(sin 224   

= xdxxx sin)sinsin21(sin 424  = xdxxx sin)sinsin2(sin 864   

= c
xxx


9

sin

7

sin2

5

sin 975
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 التكامل باستخدام التحميل

dxxf فرذ ا ه يرا   )(   ت  ض)(tgx   جيكون 
)())(()( tdgtgfdxxf   

ن هتى قيمتة التكامتل جإذا أمكن حساب قيمة التكامل جى الطترف الأيستر جتان قيمتته تكتو 
 جى الطرف الأيمن  من اشهر صيغ التعويض هى :

التعتتويض بالتتا اا المثلثيتتة أ  الزائايتتة لإزالتتة الجتتذ ر التربيعيتتة  جيمتتا يلتتى الصتتيغ  أ لاد :
 المناسبة لكل حالة :

22جى التكاملات التى تةتوى  (1) xa    ض 
uaxuax tanh;sin   

لتعويض الأ ا إذا  جتا الجتذر جتى البستط  التعتويض الثتا ى  يفضل استداا  ا
 إذا  جا الجذر جى المقا  .

22( جى التكاملات التى تةتوى 2) xa    ض 
uaxuax sinh;tan   

 يفضل استتداا  التعتويض الأ ا إذا  جتا الجتذر جتى المقتا   التعتويض الثتا ى 
 إذا  جا الجذر جى البسط .

22ى التكاملات التى تةتوى ( ج3) ax    ض 
uaxuax cosh;sec   

 يفضل استتداا  التعتويض الأ ا إذا  جتا الجتذر جتى المقتا   التعتويض الثتا ى 
 إذا  جا الجذر جى البسط .

( إذا كتتان تةتتت الجتتتذر عامتتل متتن الارجتتتة الثا يتتة جا تته يلتتتز  أ لا تةويلتتة إلتتى مربتتت  4)
 لى إحاى الصور الثلاثة السابقة  بعا ذلك  ستدا  التعويض المناسإ .جتةوا إ كامل
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 (1** مثال )

 أ جا قيمة التكاملات الآتية :

(1) dxx 212)1(     (2) dx
x

x
2

2 9
  

(3) 
232 )1(  x

dx
 

 
 ** الحل 

(1) dxx 212)1(   

  ض  
 dadxx cos;sin   

dxx 212)1(  =  dd 2212 coscos)(cos    

 = cd  )
2

2sin
(

2

1
)2cos1(

2

1 
 = c )

2

cossin2
(

2

1 
  

 = cxxx  )1(sin
2

1 21  

(2) dx
x

x
2

2 9
  

  ض  
ududuux cosh3;sinh3   

dx
x

x
2

2 9
 = udu

u

uduu 2

2

212

coth
sinh9

cosh3)cosh9(
   

 = cuuduuch  coth)cos1( 2  = c
u

ux


sinh

cosh

3
sinh 1  
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 = c
x

x

x






3

9
1

3
(sinh

2

1 = c
x

xx



 9

3
(sinh

2
1  

 (3) 
232 )1(  x

dx
 

  ض  
 ddxx tansec;sec   

232 )1(  x

dx
= 









d

t
d

2232 tan

sec

)(tan

tansec
   

  = 



d

2sin

cos
 = 




2sin

)(sind
  = c


 sin

1
 

  = c




2cos1

1
= c





1seccos

1

2
 

  = c




1sec

sec

2


= c

x

x






12
 

 (2** مثال )

 أ جا قيمة التكاملات الآتية :

(1) dxxx 2421     (2) dxxx 1022   

(3) dxxx 562   

 ** الحل 

(1) dxxx 2421   = dxxx )4(21 2   

= dxx 4)2(21 2  = )2()2(25 2  xdx  

  ستدا  التعويض بوض 
 ddxx cos5,sin5)2(   

 2222 cos25)sin1(25sin2525)2(25  x  
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dxxx 2421  =  dcos5.cos25 2

 = d2cos25  

  =  d)2cos1(
2

25
  = c )

2

2sin
(

2

25 
  

  = c )
2

cossin2
(

2

25 
  

  = c
xxx






















 







2

1

5

2
1

5

2

5

2
sin

2

25
 

  = cx
xx














 21 )2(25

5

2

5

2
sin

2

25
 

  = cxx
xx














 21 421

5

2

5

2
sin

2

25
 

(2) dxxx 1022  = dxx 9)1( 2   

  ستدا  التعويض بوض 
 ddxx cosh3,sinh3)1(   

 222 cosh99sinh99)1( x  

dxxx 2421  =  dcosh3.cosh3 = d2cosh9  

  =  d)2cosh1(
2

9
  = c )

2

2sinh
(

2

9 
  

  = c
xxx























 


 1
3

1

3

1

3

1
sinh

2

1
2

1  

  = cxx
xx














 102

3

1

3

1
sinh

2

1 21  

  = cxxx
x











 102)1(
3

1
sinh9

2

1 21  
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(3) dxxx 562  = dxx 4)3( 2   
  ستدا  التعويض بوض 

 ddxx sinh2,cosh2)3(   

 222 sinh44cosh44)3( x  

dxxx 562  =  dcosh3.sinh2  

  =  d)12(cosh2   = c











2

2sinh
2  

  =   c coshsinh2  

  = c
xxx














 








  

2

3
cosh1

2

3

2

3
2 1

2

 

  = c
x

xxx 






 

 

2

3
cosh256)3(

2

1 12  
 (3** مثال )

 أ جا قيمة التكاملات الآتية :
(1) dx

xx

x

6

5
2    (2) dx

xx 2)1(

1

  

 

 ** الحل 
(1) dx

xx

x

6

5
2   

dx ةوا المقاار 
xx

x

6

5
2 

 إلى كسوره الجزئية  

6

5
2  xx

x
= 

)3)(2(

5

 xx

x
= 

3

1

2

1




 xx
 

dx
xx

x

6

5
2  = dx

x
dx

x 3

1
3

2

1
2




   

 = cxx  )3log(3)2log(2 = cxx  32 )3log()2log(  
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(2) dx
xx 2)1(

1

  

 ةوا المقاار 
2)1(

1

xx
 إلى كسوره الجزئية  

2)1(

1

xx
= 

2)1(

1

1

11







xxx
 

dx
xx 2)1(

1

 = dx
x

dx
x

dx
x 2)1(

1

1

11





   

 = c
x

xx 



)1(

1
)1log(log  

 تمارين

 ( أ جا قيمة التكاملات الاتية :1)

dx
x

x

53cos2

3sin


 ;   dx

x

x

tan1

sec

 ; 

dx
ee xx )3(

1
 ;   dx

x

xlog2 
 ; 

dx
x

x3log
 ;    dx

e

x
x

sin
 ; 

dxxe x 2tan )(sec ;   dx
x

x

coslog

tan
  

 ( أ جا قيمة التكاملات الآتية :2)

dx
x

ax
3

22 
 ;    dx

e

e
t

t 2
 ; 

dx
xx 82

1
2  ;   dx

x

x

cos

sin
 ; 

dx
x

x

4

48




 ;    zdze z cossin

 ; 

zdzz cossin ;   dx
xx 158

1
2   
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 ( أ جا قيمة التكاملات الآتية :4)

xdx5cos ;    zdzzec cotcos 5

 ; 

xdx3cos ;    dx
x

2
cos7

  

 ( أ جا قيمة التكاملات الآتية :5)

dx
xx )1(

1

 ;  dx
xx

x

34

1
2

3




 ;  dx

xx 2)1(

1

  


